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Íîâàÿ ïàðàäèãìà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ îïèðàåòñÿ íà ýôôåêòèâíîå ïðè-

ìåíåíèå èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé êàê ïðè ðàñ÷åòå õàðàêòåðèñòèê

ìåòîäîâ àíàëèçà äàííûõ, òàê è ïðè èìèòàöèîííîì ìîäåëèðîâàíèè. Äàò÷èêè ïñåâäîñëó-

÷àéíûõ ÷èñåë ëåæàò â îñíîâå ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé àíàëèçà äàííûõ. Äëÿ ðåøå-

íèÿ êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ èññëåäîâàòåëè ïîñòîÿííî ðàçðàáàòûâàþò íîâûå ìåòî-

äû îáðàáîòêè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ — ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé (íàáëþäåíèé, èñïûòàíèé,

àíàëèçîâ, îïûòîâ) è ýêñïåðòíûõ îöåíîê. Ñâîéñòâà êàæäîãî âíîâü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà

íåîáõîäèìî èçó÷èòü. Èíòåëëåêòóàëüíûìè èíñòðóìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûå òåîðåìû

è ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé (Ìîíòå-Êàðëî). Â 2016 ã. íàø æóðíàë íà÷àë äèñêóññèþ

î ñîâðåìåííîì ñîñòîÿíèè è ïåðñïåêòèâàõ ðàçâèòèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ò.å. òå-

îðèè è ïðàêòèêè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé (Ìîíòå-Êàðëî), ðàçëè÷-

íûõ âàðèàíòîâ èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðåäûäóùàÿ äèñêóññèÿ î ñâîéñòâàõ òàêèõ

äàò÷èêîâ áûëà ïðîâåäåíà â íàøåì æóðíàëå â 1985 – 1993 ãã. Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà

ïðèìåíåíèþ ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðè-

òåðèåâ ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê. Ðàññìîòðåíû: êðèòåðèé Êðà-

ìåðà – Óýë÷à, ñîâïàäàþùèé ïðè ðàâåíñòâå îáúåìîâ âûáîðîê ñ êðèòåðèåì Ñòüþäåíòà; êðè-

òåðèè Ëîðäà, Âèëêîêñîíà (Ìàííà – Óèòíè), Âîëüôîâèöà, Âàí-äåð-Âàðäåíà, Ñìèðíîâà,

òèïà îìåãà-êâàäðàò (Ëåìàíà – Ðîçåíáëàòòà). Â êà÷åñòâå ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåí-

òîâ äâóõ âûáîðîê çàäàíû íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà – Ãíåäåí-

êî. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû ñîâïàäåíèÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõ âû-

áîðîê öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé Ëåìàíà – Ðîçåíáëàòòà òèïà îìåãà-êâàäðàò.

Åñëè åñòü îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ îòëè÷àþòñÿ â îñíîâíîì ñäâèãîì, òî

ìîæíî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèè Âèëêîêñîíà è Âàí-äåð-Âàðäåíà. Îäíàêî äàæå â ýòîì ñëó÷àå

êðèòåðèé îìåãà-êâàäðàò ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ìîùíûì. Â îáùåì ñëó÷àå, êðîìå êðèòåðèÿ

Ëåìàíà – Ðîçåíáëàòòà, äîïóñòèìî ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ Ñìèðíîâà — ñ ó÷åòîì îòëè÷èÿ ðå-

àëüíîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè îò íîìèíàëüíîãî. Èçó÷åíû ÷àñòîòû ðàñõîæäåíèé ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ âûâîäîâ ïî ðàçíûì êðèòåðèÿì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðèêëàäíàÿ ñòàòèñòèêà; ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé; ìåòîä Ìîí-

òå-Êàðëî; äàò÷èêè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë; êðèòåðèè ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç;

îäíîðîäíîñòü äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê; âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò; êðèòåðèé Êðà-

ìåðà – Óýë÷à; êðèòåðèé Ëîðäà; êðèòåðèé Âèëêîêñîíà; êðèòåðèé Âàí-äåð-Âàðäåíà; êðèòå-

ðèé Ñìèðíîâà; êðèòåðèé Ëåìàíà – Ðîçåíáëàòòà.
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The new paradigm of mathematical research methods is based on the effective application of information

and communication technologies both in calculating the characteristics of the methods of data analysis

and in simulation modeling. Pseudo-random number generators underlie many modern data analysis

technologies. To solve specific applied problems, researchers permanently develop the new methods for
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processing statistical data, i.e., measurement results (observations, tests, analyzes, experiments) and ex-

pert estimations. The properties of each newly proposed method must be studied. The intellectual tools

are limit theorems and method of statistical simulations (Monte-Carlo method). In 2016, our journal

opened a discussion on the current state and prospects for the development of statistical modeling, i.e., the

theory and practice of applicating the method of the statistical simulations (Monte-Carlo method), and

various variants of the simulation. The previous discussion about the properties of such generators was

conducted in our journal in 1985 – 1993. This article is devoted to application of the statistical simulations

method to the study of the properties of statistical criteria for testing the homogeneity of two independent

samples. We consider: the Kramer – Welch criterion, which coincides with Student’s criterion when sam-

ple sizes are equal; the criteria of Lord, Wilcoxon (Mann – Whitney), Wolfowitz, Van der Waerden,

Smirnov, ù2
(Lehmann – Rosenblatt). It is necessary to set the distribution functions of the elements of

two samples. We use the normal and Weibull – Gnedenko distributions. It is shown advisable to use the

Lehmann – Rosenblatt ù2
test when testing the hypothesis of coincidence of the distribution functions of

two samples. If there is a reason to assume that the distributions differ mainly in the shift, then the

Wilcoxon and Van der Waerden criteria can be used. However, even in this case, the ù2
test may be more

powerful. In the general case, apart from the Lehmann – Rosenblatt criterion, the use of the Smirnov cri-

terion is permissible, taking into account the difference between the real level of significance and the nom-

inal one. The frequency of the discrepancies of statistical findings based on different criteria is studied.

Keywords: applied statistics; statistical simulations method; Monte-Carlo method; pseudo-random num-

ber generators; criteria for testing statistical hypotheses; homogeneity of two independent samples; com-

putational experiment; Kramer – Welch criterion; Lord criterion; Wilcoxon criterion; Van der Waerden cri-

terion; Smirnov criterion; Lehmann – Rosenblatt criterion.

Íîâàÿ ïàðàäèãìà ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ

Â ðàçâèòèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëå-

äîâàíèÿ âûäåëÿåì äâà âàæíûõ ïåðèîäà [1].

Ïåðâûé — íà÷àëî XX â., êîãäà áûëè ðàçðàáîòà-

íû áàçîâûå ïîëîæåíèÿ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ñòàòèñòèêè, ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå

èäåè òàêèõ åå ðàçäåëîâ, êàê îïèñàíèå äàííûõ,

îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ, ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ ãèïîòåç. Ýòè èäåè ëåãëè â îñíîâó ó÷åáíèêîâ,

èñïîëüçóåìûõ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Íàðÿäó ñ ðà-

öèîíàëüíûìè ïðèåìàìè àíàëèçà äàííûõ ïðîäîë-

æàþò ïðîïàãàíäèðîâàòüñÿ óñòàðåâøèå âîççðå-

íèÿ, íàïðèìåð, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè

ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé âåðî-

ÿòíîñòåé, â òî âðåìÿ êàê óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðàê-

òè÷åñêè âñå ðàñïðåäåëåíèÿ ðåàëüíûõ äàííûõ íå

ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè è íå îïèñûâàþòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ èíûõ ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíî-

ñòåé. Âòîðîé ïåðèîä — ñ 1980-õ ãîäîâ ïî íàñòîÿ-

ùåå âðåìÿ. Óñèëèÿìè ñîòåí èññëåäîâàòåëåé ðàç-

ðàáîòàíà íîâàÿ ïàðàäèãìà ïðèêëàäíîé ñòàòèñòè-

êè [2]. Ôàêòè÷åñêè ðå÷ü èäåò î íîâîé ïàðàäèãìå

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ [3]. Â ñî-

îòâåòñòâèè ñ íîâîé ïàðàäèãìîé çàëîæåíû îñíî-

âû ìàòåìàòèêè XXI â. — ñèñòåìíîé íå÷åòêîé èí-

òåðâàëüíîé ìàòåìàòèêè [4]. Íà ïåðâîå ìåñòî âû-

øëà ñòàòèñòèêà íå÷èñëîâûõ äàííûõ. Òàê, çà äå-

ñÿòü ëåò (2006 – 2015 ãã.) åé ïîñâÿùåíî 27,6 %

âñåõ ïóáëèêàöèé ðàçäåëà «Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòî-

äû èññëåäîâàíèÿ» íàøåãî æóðíàëà, ò.å. 63,0 %

ñðåäè ñòàòåé ïî ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêå [5].

Íîâàÿ ïàðàäèãìà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ

èññëåäîâàíèÿ îïèðàåòñÿ íà ýôôåêòèâíîå ïðèìå-

íåíèå èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõ-

íîëîãèé êàê ïðè ðàñ÷åòå õàðàêòåðèñòèê ìåòîäîâ

àíàëèçà äàííûõ, òàê è ïðè èìèòàöèîííîì ìîäå-

ëèðîâàíèè. Äàò÷èêè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ëå-

æàò â îñíîâå ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé

àíàëèçà äàííûõ. Ýòè ýôôåêòèâíûå èíñòðóìåíòû

èññëåäîâàòåëÿ âíóòðåííå ïðîòèâîðå÷èâû — â

íèõ ñ ïîìîùüþ äåòåðìèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ

ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, îáëàäàþ-

ùèõ ìíîãèìè ñâîéñòâàìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïîýòîìó ñâîéñòâà òàêèõ èíñòðóìåíòîâ òðåáóþò

òùàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ.

Ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé —

èíñòðóìåíò èññëåäîâàòåëÿ

Äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷

èññëåäîâàòåëè ïîñòîÿííî ðàçðàáàòûâàþò íîâûå

ìåòîäû îáðàáîòêè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ — ðå-

çóëüòàòîâ èçìåðåíèé (íàáëþäåíèé, èñïûòàíèé,

àíàëèçîâ, îïûòîâ) è ýêñïåðòíûõ îöåíîê. Ñâîéñò-

âà êàæäîãî âíîâü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà íåîáõî-

äèìî èçó÷èòü. Êàêèå èíòåëëåêòóàëüíûå èíñòðó-

ìåíòû ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ òàêîãî èçó÷åíèÿ?

Ìîùíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàòåëåé â îá-

ëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÿâëÿþòñÿ ïðå-

äåëüíûå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé — çàêîí

áîëüøèõ ÷èñåë, öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

è ò.ï. Íåêîòîðûå îðèåíòèðîâàííûå íà ìàòåìàòè-

êó ñïåöèàëèñòû ïðèçûâàþò èìè è îãðàíè÷èòüñÿ.

Îäíàêî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðåäåëüíûõ òåîðåì íåäîñòà-

òî÷íî. Íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî

îáúåìà âûáîðêè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòà-

ìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíûõ òåî-

ðåì, è ïîíÿòü, êàê ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ, åñëè îáú-

åì èìåþùèõñÿ äàííûõ ìåíüøå ýòîé ãðàíèöû.

Ñ ñåðåäèíû XX â. èññëåäîâàòåëþ äîñòóïíà

óíèâåðñàëüíàÿ «îòìû÷êà» — ìåòîä ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ èñïûòàíèé (ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî), äðóãèìè

ñëîâàìè, èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå. Îí îñíî-
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âàí íà èñïîëüçîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïñåâ-

äîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ñâîéñòâà êîòîðûõ íàïîìèíà-

þò ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ â òåîðèè âåðîÿò-

íîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòî-

èò â ïîñëåäîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ

ýòàïîâ: 1) ðàçðàáîòêà âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè-

÷åñêîé ìîäåëè ðåàëüíîãî ÿâëåíèÿ èëè ïðîöåññà;

2) ïëàíèðîâàíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî èñïûòàíèÿ, â

êîòîðîì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû çàìåíÿþòñÿ ïñåâ-

äîñëó÷àéíûìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ òîãî

èëè èíîãî äàò÷èêà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë;

3) ïðîâåäåíèå áîëüøîãî ÷èñëà èñïûòàíèé (òûñÿ÷

èëè ìèëëèîíîâ); 4) àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-

òîâ ðàñ÷åòîâ.

Ñ êàæäûì ýòàïîì ñâÿçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå

ïðîáëåìû àäåêâàòíîñòè èìèòàöèîííîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ. Òàê, äëÿ ïðåäåëüíûõ òåîðåì îáû÷íî

ñïðàâåäëèâ òîò èëè èíîé ïðèíöèï èíâàðèàíòíî-

ñòè, ò.å. â ïðåäåëå èñ÷åçàåò çàâèñèìîñòü îò êîí-

êðåòíîãî âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ. Îäíàêî ïðè èçó÷å-

íèè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè âûáîð ýòîãî êîíêðåòíî-

ãî âèäà âåñüìà âàæåí, ïîñêîëüêó îò íåãî çàâèñèò

èòîãîâûé ðåçóëüòàò ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ: îäèí — äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

äðóãîé — äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî, òðåòèé — äëÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Êîøè...

Äàò÷èêè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ëèøü

èìèòèðóþò ñëó÷àéíîñòü. Àëãîðèòìû ïîëó÷åíèÿ

ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë èìåþò äîñòàòî÷íî êî-

ðîòêîå îïèñàíèå, â òî âðåìÿ êàê ïî îïðåäåëåíèþ

À. Í. Êîëìîãîðîâà (â ðàìêàõ òåîðèè èíôîðìà-

öèè) îïèñàíèå ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

äîëæíî ðàñòè ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå ýòîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè [6]. Êðîìå ýòîé ãëîáàëüíîé

ïðè÷èíû ìåòîäîëîãè÷åñêîé íåñîñòîÿòåëüíîñòè

äàò÷èêîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, åñòü è ÷àñò-

íûå íåäîñòàòêè. Íàïðèìåð, ó íåêîòîðûõ ïî-

ïóëÿðíûõ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè äàò÷èêîâ òðè

ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèÿ ñâÿçàíû ëèíåéíîé

çàâèñèìîñòüþ.

Çíà÷åíèÿ, ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

Ìîíòå-Êàðëî, èìåþò ïîãðåøíîñòè, îïðåäåëÿå-

ìûå êîíå÷íîñòüþ ÷èñëà èñïûòàíèé. Ïðè îöåíè-

âàíèè âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ ïîãðåøíîñòü äîñòè-

ãàåò âåëè÷èíû 1 2( ),N ãäå N — ÷èñëî èñïûòà-

íèé. Çíà÷èò, äëÿ îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòè ñ òî÷-

íîñòüþ 10–6 íåîáõîäèìî 1012/4 èñïûòàíèé. Íà

ïðàêòèêå ïðîâåñòè òàêîå êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé

íåâîçìîæíî.

Äèñêóññèÿ î ñîâðåìåííîì ñîñòîÿíèè

è ïåðñïåêòèâàõ ðàçâèòèÿ

ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðîáëåìû òåîðèè è ïðàêòèêè ñòàòèñòè÷åñêèõ

èñïûòàíèé (Ìîíòå-Êàðëî) çàñëóæèâàþò òùà-

òåëüíîãî îáñóæäåíèÿ. Â 2016 ã. íàø æóðíàë íà-

÷àë äèñêóññèþ î ñîâðåìåííîì ñîñòîÿíèè è ïåð-

ñïåêòèâàõ ðàçâèòèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ, ò.å. òåîðèè è ïðàêòèêè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà

ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé (Ìîíòå-Êàðëî), ðàç-

ëè÷íûõ âàðèàíòîâ èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ. Ïðåäûäóùàÿ äèñêóññèÿ î ñâîéñòâàõ òàêèõ

äàò÷èêîâ áûëà ïðîâåäåíà â íàøåì æóðíàëå â

1985 – 1993 ãã.

«Çàòðàâêîé» äèñêóññèè ïîñëóæèëè ñòàòüè [7]

è [8]. Â ïåðâîé èç íèõ ðàññìîòðåíû çàäà÷è ïîâû-

øåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëåíèé ìåòîäîì

Ìîíòå-Êàðëî. Îòìå÷åíî, ÷òî êëþ÷åâóþ ðîëü â èõ

ðåøåíèè èãðàþò âîïðîñû âûáîðà îáúåìà ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé (êîëè÷åñòâà ìîäåëèðóåìûõ

ñëó÷àéíûõ ÷èñåë), à òàêæå êà÷åñòâà ñîîòâåòñò-

âóþùèõ äàò÷èêîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Îáñóæäåíû

ïðîáëåìû ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ ìåòîäîâ Ìîí-

òå-Êàðëî, îáóñëîâëåííûå òðåáîâàíèÿìè ïîâûøå-

íèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøå-

íèé ê èñòèííûì ðåøåíèÿì.

Â ñòàòüå [8] êîíñòàòèðóåòñÿ, ÷òî öåëü ïðè-

êëàäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè — ðàçðà-

áîòêà ìåòîäîâ àíàëèçà äàííûõ, ïðåäíàçíà÷åí-

íûõ äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çà-

äà÷. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïîäõîäû ê ðàçðàáîòêå

òàêèõ ìåòîäîâ ìåíÿëèñü. Ñòî ëåò íàçàä ïðèíèìà-

ëè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ èìåþò îïðåäåëåí-

íûé âèä, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè, è

èñõîäÿ èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ðàçâèâàëè ñòàòè-

ñòè÷åñêóþ òåîðèþ. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå íà ïåð-

âîå ìåñòî â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ âû-

äâèíóëèñü ïðåäåëüíûå òåîðåìû. Ïîä «ìàëîé âû-

áîðêîé» ïîíèìàþò òàêóþ âûáîðêó, äëÿ êîòîðîé

íåëüçÿ ïðèìåíÿòü âûâîäû, îñíîâàííûå íà ïðå-

äåëüíûõ òåîðåìàõ. Â êàæäîé êîíêðåòíîé ñòàòè-

ñòè÷åñêîé çàäà÷å âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàç-

äåëèòü êîíå÷íûå îáúåìû âûáîðêè íà äâà êëàññà:

äëÿ îäíîãî ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðåäåëüíûå òåîðå-

ìû, à äëÿ äðóãîãî äåëàòü ýòîãî íåëüçÿ èç-çà ðèñêà

ïîëó÷åíèÿ íåâåðíûõ âûâîäîâ. Äëÿ âûáîðà ãðà-

íèöû ÷àñòî èñïîëüçóþò ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî (ñòà-

òèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé). Áîëåå ñëîæíûå ïðîáëå-

ìû âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè âëèÿíèÿ íà ñâîé-

ñòâà ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð àíàëèçà äàííûõ

òåõ èëè èíûõ îòêëîíåíèé îò èñõîäíûõ ïðåäïî-

ëîæåíèé. Òàêîå âëèÿíèå òàêæå ÷àñòî èçó÷àþò,

èñïîëüçóÿ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî. Îñíîâíàÿ è ïîêà

íå ðåøåííàÿ â îáùåì âèäå ïðîáëåìà ïðè èçó÷å-

íèè óñòîé÷èâîñòè âûâîäîâ ïðè íàëè÷èè îòêëîíå-

íèé îò ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé

ñîñòîèò â òîì, êàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçîâàòü

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñôîðìóëèðîâàíû è äðóãèå

íåðåøåííûå ïðîáëåìû [8].

Ïîäáîðêà èç òðåõ ñòàòåé îïóáëèêîâàíà â

òðåòüåì íîìåðå 2017 ã. Î. È. Êóòóçîâ è Ò. Ì. Òà-

òàðíèêîâà [9] ðàññìîòðåëè äâå çàäà÷è, îáóñëîâ-

ëåííûå îñîáåííîñòÿìè ïðèìåíåíèÿ èìèòàöèîí-

íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè èññëåäîâàíèè ñëîæíûõ

òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì. Îäíà èç íèõ ñâÿçàíà ñ ðåà-

ëèçàöèåé ïîäõîäà ê ïîâûøåíèþ ýôôåêòèâíîñòè
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ñîáûòèé: ñî÷åòàíèå ðàññëîåííîé âûáîðêè ñ ðàâ-

íîâçâåøåííûì ìîäåëèðîâàíèåì ïîçâîëÿåò çíà-

÷èòåëüíî óñêîðèòü àëãîðèòìè÷åñêèé àíàëèç

ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ìåòîäîì èìèòà-

öèè. Ðåøåíèå äðóãîé çàäà÷è âûÿâèëî ïðîáëåìó,

ñâÿçàííóþ ñ íåàäåêâàòíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ

îäíîãî è òîãî æå äàò÷èêà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷è-

ñåë ïðè ñîïîñòàâëåíèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé

î÷åðåäåé, ïîëó÷åííûõ íà èìèòàöèîííûõ ìîäå-

ëÿõ ôðàêòàëüíîé è êëàññè÷åñêîé ñèñòåì ìàññîâî-

ãî îáñëóæèâàíèÿ.

È. Ç. Àðîíîâ è Î. Â. Ìàêñèìîâà [10] ïðåäñòà-

âèëè ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå çàâèñèìîñòü âðåìåíè äîñ-

òèæåíèÿ êîíñåíñóñà îò ÷èñëà ÷ëåíîâ òåõíè÷åñêèõ

êîìèòåòîâ ïî ñòàíäàðòèçàöèè (ÒÊ) è èõ àâòîðè-

òàðíîñòè. Èñïîëüçîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

îáåñïå÷åíèÿ êîíñåíñóñà â ðàáîòå ÒÊ, îñíîâàííàÿ

íà ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé Äå Ãðîîòîì. Ïðîâåäåí

àíàëèç îñíîâíûõ ïðîáëåì äîñòèæåíèÿ êîíñåí-

ñóñà ïðè ðàçðàáîòêå êîíñåíñóñíûõ ñòàíäàðòîâ

â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè. Ïîêàçàíî, ÷òî

óâåëè÷åíèå ÷èñëà ýêñïåðòîâ ÒÊ è èõ àâòîðè-

òàðíîñòè íåãàòèâíî âëèÿåò íà âðåìÿ äîñòèæå-

íèÿ êîíñåíñóñà è ñïîñîáñòâóåò ðàçîáùåííîñòè

ãðóïïû.

Â êîììåíòàðèè [11] ê ýòîé ñòàòüå ïðîàíà-

ëèçèðîâàíî ñîîòíîøåíèå êîíñåíñóñà è èñòèíû.

Ðàáîòà òåõíè÷åñêèõ êîìèòåòîâ ïî ñòàíäàðòèçà-

öèè — îäíà èç ôîðì ýêñïåðòíûõ ïðîöåäóð, ïî-

ýòîìó åå öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü â ðàìêàõ

òåîðèè è ïðàêòèêè ýêñïåðòíûõ îöåíîê. Òîãäà

ïðîáëåìà êîíñåíñóñà — ýòî ïðîáëåìà ñîãëàñîâàí-

íîñòè ìíåíèé ÷ëåíîâ êîìèññèè ýêñïåðòîâ. Îäíà-

êî öåëü ðàáîòû ýêñïåðòíîé êîìèññèè — íå äî-

ñòèæåíèå ñîãëàñîâàííîñòè ýêñïåðòîâ (êîíñåíñó-

ñà), à ïîëó÷åíèå (â êà÷åñòâå êîëëåêòèâíîãî ìíå-

íèÿ) âûâîäîâ, îòðàæàþùèõ ðåàëüíîñòü, îáû÷íî

íàöåëåííûõ íà âûðàáîòêó îáîñíîâàííûõ óïðàâ-

ëåí÷åñêèõ ðåøåíèé, êîðî÷å ãîâîðÿ, íà ïîëó÷åíèå

èñòèíû. Íàáëþäàåì îáúåêòèâíîå ïðîòèâîðå÷èå

ìåæäó ñòðåìëåíèåì ê âûÿâëåíèþ èñòèíû è æåëà-

íèåì îáåñïå÷èòü êîíñåíñóñ.

Èòîãè ïåðâîãî ýòàïà äèñêóññèè ïîäâåäåíû

â [12]. Îïóáëèêîâàí ðÿä ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ

ïðèìåíåíèþ ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé

(Ìîíòå-Êàðëî) äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷.

Òàê, Ì. Ñ. Æóêîâ ïðèìåíÿåò åãî äëÿ èçó÷åíèÿ

ñâîéñòâ àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ ìåäèàíû Êåìå-

íè êàê èòîãîâîãî ìíåíèÿ êîìèññèè ýêñïåðòîâ

[13], à È. Â. Ãàäîëèíà è Í. Ã. Ëèñà÷åíêî — ïðè

ðàçðàáîòêå ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ

èíòåðâàëîâ äëÿ ïðîöåíòèëåé ñëó÷àéíîé âûáîðêè

ïðî÷íîñòè êîìïîçèòîâ [14]. Ñòîëü èíòåðåñíî íà-

÷àòàÿ äèñêóññèÿ çàñëóæèâàåò ïðîäîëæåíèÿ è ðàñ-

øèðåíèÿ êðóãà îáñóæäàåìûõ ïðîáëåì.

Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè ïðîâåðêè

îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê

Îáñóäèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ

èñïûòàíèé äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ñòàòèñòè÷åñêèõ

êðèòåðèåâ ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâè-

ñèìûõ âûáîðîê.

Èñõîäíûå äàííûå — äâå âûáîðêè — x1, x2, ...,

xm è y1, y2, ..., yn (ò.å. íàáîðû èç m è n äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë), òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü èõ

îäíîðîäíîñòü.

Â îáùåïðèíÿòîé ìîäåëè x1, x2, ..., xm — íåçà-

âèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F(x), à y1,

y2, ..., yn — òàêæå íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, íî, âîîáùå ãîâî-

ðÿ, ñ äðóãîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ G(x).

Ðàçäåëÿþò îäíîðîäíîñòü õàðàêòåðèñòèê (ðà-

âåíñòâî èëè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, èëè ìå-

äèàí, èëè äèñïåðñèé è ò.ï.) è îäíîðîäíîñòü (ñîâ-

ïàäåíèå) ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ (àáñîëþòíóþ

îäíîðîäíîñòü). Âî âòîðîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ïðî-

âåðêå íóëåâîé ãèïîòåçû:

H0: F(x) = G(x) ïðè âñåõ x.

Îòñóòñòâèå îäíîðîäíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî âåðíà

àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà, ñîãëàñíî êîòîðîé

H1: F(x0) � G(x0) õîòÿ áû

ïðè îäíîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà x0.

Åñëè ãèïîòåçà H0 ïðèíÿòà, òî âûáîðêè ìîæíî

îáúåäèíèòü â îäíó, åñëè íåò, òî íåëüçÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå êðè-

òåðèè, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ïðîâåðêè îäíîðîä-

íîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê.

1. Êðèòåðèé Êðàìåðà – Óýë÷à T, ñîâïàäàþ-

ùèé ïðè ðàâåíñòâå îáúåìîâ âûáîðîê (m = n) ñ

êðèòåðèåì Ñòüþäåíòà t [15].

2. Êðèòåðèé Ëîðäà, èëè ìîäèôèöèðîâàííûé

t-êðèòåðèé [16, òàáë. 3.10, ñ. 42] ñî ñòàòèñòèêîé
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3. Êðèòåðèé Âèëêîêñîíà (Ìàííà – Óèòíè)

([16, òàáë. 6.8, ñ. 94], [17]), îñíîâàííûé íà ñòàòè-

ñòèêå U-ñóììå ðàíãîâ ýëåìåíòîâ ïåðâîé âûáîðêè

â îáùåì âàðèàöèîííîì ðÿäó.

4. Êðèòåðèé Âîëüôîâèöà V, îñíîâàííûé íà

êîëè÷åñòâå ñåðèé â îáùåì (îáúåäèíåííîì) âàðèà-

öèîííîì ðÿäó (ñåðèÿ — ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ îäíîé âûáîðêè) è

ðàçîáðàííûé â [16, òàáë. 6.7].
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5. Êðèòåðèé Âàí-äåð-Âàðäåíà [16, òàáë. 6.9],

îñíîâàííûé íà ñòàòèñòèêå

X
r

m ni

m
i

�

� �

�



�

�

 

!�

"#

1
1

,

ãäå ri — ðàíã i-ãî ýëåìåíòà ïåðâîé âûáîðêè â îá-

ùåì âàðèàöèîííîì ðÿäó; Ø(t) — ôóíêöèÿ, îáðàò-

íàÿ ê ôóíêöèè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Ô(x).

6. Êðèòåðèé Ñìèðíîâà [16, 18], îñíîâàííûé

íà ñòàòèñòèêå

S D F x G xm n
x

m n� � �, | ( ) ( )|,sup

ãäå Fm(x) è Gn(x) — ýìïèðè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ïåðâîé è âòîðîé

âûáîðêàì.

7. Êðèòåðèé òèïà îìåãà-êâàäðàò [16, 18],

ïðåäëîæåííûé Ëåìàíîì [19], èçó÷åííûé âïåð-

âûå Ðîçåíáëàòòîì [20], à ïîòîìó íàçûâàåìûé

êðèòåðèåì Ëåìàíà – Ðîçåíáëàòòà. Ýòîò êðèòåðèé

îñíîâàí íà ñòàòèñòèêå

$ $
2 2 2
� �

�

�
�

�%

�%

	mn m n m n

mn

m n
F x G x dH x( ( ) ( )) ( ),

ãäå Hm + n(x) — ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî îáúåäèíåííîé âûáîðêå.

Çà ïðåäåëàìè ïåðå÷íÿ îñòàëèñü ìíîãèå êðè-

òåðèè — õè-êâàäðàò [21], Ñýâèäæà [22], çíàêîâ

[23], îñíîâàííûå íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàíãàõ

[24], è äð.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è èçó÷åíèÿ

ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ

ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé

Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

ïî èçó÷åíèþ ñâîéñòâ êðèòåðèåâ îäíîðîäíîñòè

äâóõ âûáîðîê ìîæíî âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ îáú-

åìàõ âûáîðîê ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäåëüíû-

ìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. ßñíî, ÷òî îòâåò îïðåäåëÿ-

åòñÿ çàäàííîé èññëåäîâàòåëåì òî÷íîñòüþ (ìàêñè-

ìàëüíî âîçìîæíûì îòêëîíåíèåì äîïðåäåëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ îò ïðåäåëüíîãî íà çàäàííîì îò-

ðåçêå èëè íà âñåé ïðÿìîé). Ìîæíî ñðàâíèâàòü

êðèòåðèè ïî ìîùíîñòè ïðè òåõ èëè èíûõ êîí-

êðåòíûõ àëüòåðíàòèâàõ (íàïðèìåð, àëüòåðíàòè-

âàõ ñäâèãà èëè ìàñøòàáà). Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ

àíàëèç «êîððåëÿöèè» êðèòåðèåâ íà îñíîâå èçó÷å-

íèÿ äîëè ñîâïàäàþùèõ ðåøåíèé ïî ðåçóëüòàòàì

ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ñ ïîìîùüþ

ýòèõ êðèòåðèåâ (ýòà çàäà÷à äîïóñêàåò íåñêîëüêî

âàðèàíòîâ ïîñòàíîâîê — ìîæíî ñðàâíèâàòü êðè-

òåðèè ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè,

íàïðèìåð 0,05, ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî

óðîâíåé çíà÷èìîñòè, ìîæíî óñòàíîâèòü ñâÿçü

ìåæäó äîñòèãàåìûìè óðîâíÿìè çíà÷èìîñòè, ...).

Ïîñêîëüêó ñòàòèñòèêè ðàíãîâûõ êðèòåðèåâ

ïðèíèìàþò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé, òî èõ

ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíû. Ïîýòîìó îíè «ïðî-

ñêàêèâàþò» îáû÷íî èñïîëüçóåìûå â òàáëèöàõ

[16, 23] íîìèíàëüíûå óðîâíè çíà÷èìîñòè — 0,01;

0,05; 0,1 è äð. Îñîáåííî ñóùåñòâåííûì ýòî îá-

ñòîÿòåëüñòâî îêàçûâàåòñÿ äëÿ ñòàòèñòèê, ïðèíè-

ìàþùèõ íåáîëüøîå ÷èñëî çíà÷åíèé, òàêèõ êàê

ñòàòèñòèêà Ñìèðíîâà: ðåàëüíûé óðîâåíü çíà-

÷èìîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ìîæåò áûòü

â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå íîìèíàëüíîãî, íàïðè-

ìåð, ðàâíÿòüñÿ 0,02 âìåñòî 0,05 [21, 25]. Ñðàâíå-

íèå íåïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ çàòðóäíÿåòñÿ

òåì, ÷òî ïî óêàçàííîé ïðè÷èíå íåâîçìîæíî îáåñ-

ïå÷èòü ñîâïàäåíèå èõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè. Êàçà-

ëîñü áû, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàíäîìèçèðî-

âàííûå êðèòåðèè. Îäíàêî èõ èñïîëüçîâàíèå íå

ñîîòâåòñòâóåò áîëüøèíñòâó ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷,

â êîòîðûõ ïðîâåðÿåòñÿ îäíîðîäíîñòü äâóõ êîí-

êðåòíûõ âûáîðîê. Ðàíäîìèçèðîâàííûå êðèòåðèè

íàöåëåíû íà îáðàáîòêó áîëüøîãî ÷èñëà îäíîòèï-

íûõ âûáîðîê ôèêñèðîâàííûõ îáúåìîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèå ïåðñïåêòèâíûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ îáøèðíî. Äëÿ

îáåñïå÷åíèÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ êðè-

òåðèåâ ïðîâåðêè ãèïîòåç îäíîðîäíîñòè íàìè ñî-

âìåñòíî ñ Þ. Ý. Êàìíåì è ß. Ý. Êàìíåì ðàçðàáî-

òàí ïðîãðàììíûé ïðîäóêò, ñîñòîÿùèé èç ÷åòû-

ðåõ áëîêîâ: ãåíåðàöèè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-

ëåííûõ íà [0; 1] ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë; âû-

÷èñëåíèÿ íà èõ îñíîâå ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë

ñ çàäàííûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ; ðàñ÷åòà

çíà÷åíèé ñòàòèñòèê êðèòåðèåâ; áëîêà ñåðâèñíûõ

è óïðàâëÿþùèõ ïðîãðàìì.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçîâàëñÿ äàò÷èê

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå {1,

2, ..., 215 – 1} ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë [26], ïîñòðî-

åííûé íà îñíîâå ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû

xn + 1 = (1285xn + 6925)mod(215), n = 1, 2, ... (1)

Òåñòèðîâàíèå [27] ýòîãî äàò÷èêà ñ ïîìîùüþ êðè-

òåðèÿ Êîëìîãîðîâà äëÿ âûáîðîê îáúåìà 5000 íà

óðîâíå çíà÷èìîñòè 2,5 % ïîêàçàëî ñîãëàñèå ñ ðàâ-

íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ïîñêîëüêó äàëåå ãè-

ïîòåçà îäíîðîäíîñòè ïðîâåðÿåòñÿ ïðè óðîâíå

çíà÷èìîñòè 0,05, òî ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ìîí-

òå-Êàðëî îöåíèâàåòñÿ êàê �

&0 05 0 95

5000

, ,
= ± 0,003.

Àêàäåìèê ÀÍ ÑÑÑÐ Þ. Â. Ïðîõîðîâ ïðè íå-

ôîðìàëüíîì îáñóæäåíèè ïðîáëåì ñòàòèñòè÷åñêî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðîâåäåííîì â ðàìêàõ Ïåðâî-

ãî Âñåìèðíîãî êîíãðåññà Îáùåñòâà ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ñòàòèñòèêè è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èì. Áåð-

íóëëè [28], îòìå÷àë, ÷òî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà

Ìîíòå-Êàðëî ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà.

Â ïåðâîì èç íèõ, ïîÿâèâøåìñÿ èñòîðè÷åñêè

ðàíüøå, êà÷åñòâî äàò÷èêà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåò-
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ñòâèåì ðàñïðåäåëåíèÿ äàâàåìûõ äàò÷èêîì ïñåâ-

äîñëó÷àéíûõ ÷èñåë çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ,

íàïðèìåð ðàâíîìåðíîìó. Âûïîëíåíèÿ ýòîãî

óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî, â ÷àñòíîñòè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ. Èìåííî ýòîò êëàññ

ïðèìåíåíèé îáû÷íî èìååòñÿ â âèäó â ëèòåðàòóðå

ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî [29, 30]. Äëÿ ïðèìåíåíèé

âòîðîãî êëàññà âàæíî îáåñïå÷èòü íåçàâèñè-

ìîñòü ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, òî÷íåå, äîñòàòî÷-

íîå äëÿ óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ äàò÷èêà ïðèáëè-

æåíèå ê íåçàâèñèìîñòè. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ

È. Ã. Æóðáåíêî ñ ñîàâòîðàìè [31 – 33], äàò÷èêè

òèïà (1) ïðèíöèïèàëüíî íå ìîãóò îáåñïå÷èòü íå-

çàâèñèìîñòü. Îäíàêî èç ðàñ÷åòîâ Ã. Â. Ðûäàíî-

âîé [34] ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç íå

áîëåå ÷åì 24 ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, èñïîëüçóå-

ìûå äëÿ îäíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî èñïûòàíèÿ, ìî-

ãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìîäåëè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ìû àêòèâíî èñïîëüçóåì ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî

â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èçó-

÷åíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñòà-

òèñòèê — â ïðåäåëüíîé òåîðèè ïîìåõ, ñîçäàâàå-

ìûõ ýëåêòðîâîçàìè [35], â òåîðèè ëþñèàíîâ [36],

ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ êðèòåðèåâ îäíîðîäíîñòè

[25]. Íî îäíîâðåìåííî îòäàåì ñåáå îò÷åò â íåäî-

ñòàòêàõ ýòîãî èíñòðóìåíòà è ïðåäîñòåðåãàåì îò

åãî áåçäóìíîãî óïîòðåáëåíèÿ [37].

Äëÿ ïîñòàíîâêè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïå-

ðèìåíòà íåîáõîäèìî çàäàòü ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ýëåìåíòîâ äâóõ âûáîðîê — F(x) è G(x).

Îáîñíîâàííûõ òåîðèåé èëè ïðàêòèêîé ðåêîìåí-

äàöèé ïî âûáîðó F(x) è G(x) â íàñòîÿùåå âðåìÿ

íåò. Ïîýòîìó äëÿ ïîèñêîâîãî èññëåäîâàíèÿ áóäåì

èñïîëüçîâàòü ïðèâû÷íûå íîðìàëüíûå ðàñïðåäå-

ëåíèÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà – Ãíåäåíêî.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà – Ãíåäåí-

êî èìååò âèä

F x a b c

x a

b
x a

x a

c

( ; , , )
exp , ,

, ,

�

� �

��

�

�

�

�

�

'

(

)

*

+

, -

�

�



�

�

�

1

0

ãäå a — ïàðàìåòð ñäâèãà; b — ïàðàìåòð ìàñøòà-

áà; c — ïàðàìåòð ôîðìû.

Íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ïñåâäîñëó÷àé-

íûå ÷èñëà íàõîäèëèñü ìåòîäîì îáðàòíîé ôóíê-

öèè [38, ñ. 440, ô-ëà (12.10)]. Ðàñïðåäåëåíèå Âåé-

áóëëà – Ãíåäåíêî ìîäåëèðîâàëîñü ñîãëàñíî [39,

ñ. 93].

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû

èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ êðèòåðèåâ îäíîðîäíîñòè äâóõ

íåçàâèñèìûõ âûáîðîê â äâóõ ñëó÷àÿõ: F(x) è

G(x) — ôóíêöèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ;

F(x) è G(x) — ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóë-

ëà – Ãíåäåíêî êàê ñ îäèíàêîâûìè, òàê è ñ ðàçëè÷-

íûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðâàÿ âûáîðêà áðàëàñü èç

ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòå-

ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 0 è äèñïåðñèåé 1, à âòî-

ðàÿ — èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìà-

òè÷åñêèì îæèäàíèåì m2 è äèñïåðñèåé .
2

2 , ãäå

çíà÷åíèÿ m2 è ó2 ïðèâåäåíû â òàáë. 1.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïàðàìåòð ìàñøòàáà b ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà – Ãíåäåíêî âî âñåõ

âûáîðêàõ ïðèíÿò ðàâíûì 1. Ïåðâàÿ âûáîðêà áðà-

ëàñü (ïðè âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ, êðîìå ÷åòûðåõ)
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Òàáëèöà 1. Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äëÿ âûáîðîê èç íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïî êðèòåðèþ

Êðàìåðà – Óýë÷à

Íîìåð âû÷èñ-

ëèòåëüíîãî

ýêñïåðèìåíòà

Îáúåì

âûáîðîê

m = n

Ïàðàìåòðû âòîðîé âûáîðêè ×àñòîòà ïðè-

íÿòèÿ íóëåâîé

ãèïîòåçû H
0

Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ

H
0

èñõîäÿ èç ðàñïðå-

äåëåíèÿ Ñòüþäåíòà

Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ

H
0

èñõîäÿ èç íîðìàëü-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
m

2
ó

2

1 6 0 1 0,969 0,974 0,950

2 7 0 1 0,954 0,971 0,950

3 8 0 1 0,956 0,968 0,950

4 10 0 1 0,958 0,961 0,950

5 6 1 1 0,596 0,691 0,592

6 6 1,5 1 0,366 0,356 0,262

7 8 2 1 0,048 0,032 0,021

8 12 3 1 0 0 0

9 6 0 1,5 0,948 0,974 0,950

10 8 0 2 0,938 0,968 0,950

11 6 0 3 0,930 0,974 0,950

12 10 0 3 0,934 0,961 0,950



ïðè a = 0 è c = 1, ò.å. èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèåé

F x
x x

x
( )

exp( ), ,

, .
�

� � -

�

�



�

1 0

0 0

Âòîðàÿ âûáîðêà áðàëàñü èç ðàñïðåäåëåíèé Âåé-

áóëëà – Ãíåäåíêî ñ ïàðàìåòðàìè a, b = 1, c, ïðè-

âåäåííûìè â òàáë. 2 (òàì æå îãîâîðåíû

èñêëþ÷åíèÿ).

Âûáîð ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ

îïðåäåëÿåòñÿ æåëàíèåì êàê ñðàâíèòü ñâîéñòâà

ñòàòèñòèê íà âûáîðêàõ èç íîðìàëüíîãî ñåìåéñòâà

ðàñïðåäåëåíèé, äëÿ êîòîðûõ ñòàòèñòèêè Ñòüþ-

äåíòà è Êðàìåðà – Óýë÷à èìåþò îïðåäåëåííûå

îïòèìàëüíûå ñâîéñòâà, òàê è ðàññìîòðåòü êëàññ

ðàñïðåäåëåíèé, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèõñÿ îò

íîðìàëüíûõ, â ÷àñòíîñòè íåñèììåòðè÷íîñòüþ.

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòî èñïîëü-

çóþò ïðè èçó÷åíèè ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè [40],

ïîýòîìó îíî è áûëî âêëþ÷åíî â ýêñïåðèìåíòû.

Èç ñåìè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå êðèòåðèåâ îä-

íîðîäíîñòè êðèòåðèé Âîëüôîâèöà (ñåðèé), êàê

óñòàíîâëåíî, èìååò ìàëóþ ìîùíîñòü. Ïîýòîìó

åãî èñêëþ÷åíèå èç äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé íå

ïðèâîäèò ê îòðèöàòåëüíûì ïîñëåäñòâèÿì.

Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-

òîâ äëÿ âûáîðîê èç íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Òàáë. 3 ñîîòâåòñòâóåò òàáë. 1 — ïðè ñîâïàäà-

þùèõ íîìåðàõ ðå÷ü èäåò îá îäíèõ è òåõ æå ýêñïå-

ðèìåíòàõ. Â òàáë. 4 äëÿ îáëåã÷åíèÿ àíàëèçà

ñâîéñòâ êðèòåðèåâ ïðåäñòàâëåíû îòíîñèòåëüíûå
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Òàáëèöà 2. Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äëÿ âûáîðîê èç ðàñïðåäåëåíèé Âåéáóëëà – Ãíåäåíêî ïî êðè-

òåðèþ Êðàìåðà – Óýë÷à

Íîìåð âû÷èñ-

ëèòåëüíîãî

ýêñïåðèìåíòà

Îáúåì

âûáîðîê

m = n

Ïàðàìåòðû âòîðîé âûáîðêè ×àñòîòà ïðè-

íÿòèÿ íóëåâîé

ãèïîòåçû H
0

Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ

H
0

èñõîäÿ èç ðàñïðå-

äåëåíèÿ Ñòüþäåíòà

Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ

H
0

èñõîäÿ èç íîðìàëü-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿa c

1 6 0 1 0,956 0,974 0,950

2 10 0 1 0,954 0,961 0,950

3 6 0,5 1 0,828 0,912 0,861

4 8 0,5 1 0,772 0,874 0,829

5 10 0,5 1 0,750 0,837 0,800

6 6 1 1 0,750 0,689 0,592

7 8 1 1 0,450 0,558 0,484

8 10 1 1 0,348 0,446 0,313

9 6 0 1,5 0,950 0,971 0,946

10 8 0 1,5 0,950 0,963 0,946

11 10 0 1,5 0,956 0,958 0,942

12 6 0 2 0,940 0,949 0,943

13 8 0 2 0,944 0,954 0,938

14 10 0 2 0,928 0,949 0,935

15 12 0 2 0,944 0,950 0,935

16 8 0 3 0,930 0,961 0,942

17 12 0 3 0,942 0,949 0,935

18 6 0 5 0,904 0,971 0,945

19 8 0 5 0,910 0,963 0,944

20 10 0 5 0,920 0,958 0,943

21 12 0 5 0,940 0,955 0,941

22 8 0 1 0,928 0,968 0,950

23* 6 0 3 0,946 0,974 0,950

24* 10 0 3 0,928 0,961 0,950

25* 6 0,5 3 0,292 0,553 0,447

26* 10 0,5 3 0,094 0,273 0,228

27 6 0,5 3 0,690 0,905 0,850

28 10 0,5 3 0,676 0,826 0,781

* Â ýêñïåðèìåíòàõ 23 – 26 ïåðâàÿ âûáîðêà âçÿòà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà – Ãíåäåíêî ñ ïàðàìåòðàìè a = 0, b = 1,

c = 3.



ìîùíîñòè êðèòåðèåâ ïî îòíîøåíèþ ê êðèòåðèþ

Êðàìåðà – Óýë÷à (ñîâïàäàþùåãî ñ êðèòåðèåì

Ñòüþäåíòà â ðàññìàòðèâàåìûõ ýêñïåðèìåí-

òàõ) — îòíîøåíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí —

îöåíêè ìîùíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî êðèòåðèÿ,

ïîëó÷åííîé ïî 5000 èñïûòàíèÿì, ê îöåíêå ìîù-

íîñòè êðèòåðèÿ Êðàìåðà – Óýë÷à.

Â òàáë. 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-

òîâ äëÿ âûáîðîê èç ðàñïðåäåëåíèé Âåéáóëëà –

Ãíåäåíêî; òàáë. 5 ñîîòâåòñòâóåò òàáë. 2 — ïðè

ñîâïàäàþùèõ íîìåðàõ ðå÷ü èäåò îá îäíèõ è òåõ

æå ýêñïåðèìåíòàõ.

Ïðè àíàëèçå òàáë. 3 è 5 íåîáõîäèìî èìåòü â

âèäó îòëè÷èå ðåàëüíûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè áð îò

íîìèíàëüíûõ áí [25]. Îñîáåííî ýòî êàñàåòñÿ êðè-

òåðèÿ Ñìèðíîâà. Ðàçëè÷èå ìåæäó ñîáîé ðåàëü-

íûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè ó ñâîáîäíûõ îò ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñòàòèñòèê äåëàåò òðóäíûì ñðàâíåíèå

ìåæäó ñîáîé êðèòåðèåâ ïî ìîùíîñòè — òàêîå

ñðàâíåíèå æåëàòåëüíî ïðîâîäèòü ïðè îäíîì è

òîì æå óðîâíå çíà÷èìîñòè, íî ýòî íåâîçìîæíî.

Êàê è äîëæíî áûòü ñîãëàñíî òåîðèè ìàòåìà-

òè÷åñêîé ñòàòèñòèêè [41], äëÿ âûáîðîê èç íîð-

ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàèáîëåå ìîùíûì îêà-

çàëñÿ êðèòåðèé Êðàìåðà – Óýë÷à (Ñòüþäåíòà).

Áëèçêèìè ê íåìó ïî ìîùíîñòè îêàçàëèñü êðè-

òåðèè Ëîðäà è êðèòåðèé òèïà îìåãà-êâàäðàò.

Êðèòåðèé Ëîðäà èñïîëüçóåò ðàçìàõè, à ïîòîìó

íåóñòîé÷èâ ê çàñîðåíèÿì íà «õâîñòàõ»; ñëåäîâà-

òåëüíî, âîçìîæíîñòü åãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðè àíà-

ëèçå ðåàëüíûõ äàííûõ â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó-

÷àå òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî îáîñíîâàíèÿ. Êðèòå-

ðèè Âèëêîêñîíà è Âàí-äåð-Âàðäåíà òàêæå èìåþò

âûñîêóþ ìîùíîñòü, îñîáåííî â ýêñïåðèìåíòàõ

¹ 6, 8. Ìàëàÿ ìîùíîñòü êðèòåðèÿ Ñìèðíîâà îáú-

ÿñíÿåòñÿ, âèäèìî, îòëè÷èåì áð îò áí.

Äðóãàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ ïðè èçìåíåíèè

äèñïåðñèè. Êðèòåðèè Êðàìåðà – Óýë÷à è Ëîðäà

ñëàáî ðåàãèðóþò íà íåå. Åùå ìåíüøå ðåàãèðóþò

ëèíåéíûå ðàíãîâûå ñòàòèñòèêè U è X. Êðèòåðèé

Âèëêîêñîíà íå ìîæåò (äàæå àñèìïòîòè÷åñêè)

ðàçëè÷èòü íîðìàëüíûå ñîâîêóïíîñòè ñ îäèíà-

êîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, íî ðàç-

íûìè äèñïåðñèÿìè [17]. Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíè-

ìàíèå âûñîêàÿ ìîùíîñòü êðèòåðèÿ îìåãà-êâàä-

ðàò (ñì. òàáë. 4, ýêñïåðèìåíòû ¹ 10 – 12).

Äëÿ âûáîðîê èç ðàñïðåäåëåíèé Âåéáóëëà –

Ãíåäåíêî êàðòèíà íåñêîëüêî èíàÿ. Åñëè ðàñïðå-

äåëåíèÿ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ñäâèãîì (ýêñïåðè-

ìåíòû ¹ 3 – 8), òî íàèáîëüøóþ ìîùíîñòü èìååò

êðèòåðèé îìåãà-êâàäðàò, çàòåì èäóò êðèòåðèè

Âèëêîêñîíà è Âàí-äåð-Âàðäåíà, ïîñëå íèõ —

êðèòåðèè Ñòüþäåíòà è Ëîðäà, íàèìåíüøàÿ ìîù-

íîñòü ó êðèòåðèÿ Ñìèðíîâà. Åñëè æå èçìåíÿåòñÿ

òàêæå è ïàðàìåòð ôîðìû (ñì., íàïðèìåð, ýêñïå-

ðèìåíò ¹ 21), òî íàèáîëüøàÿ ìîùíîñòü òàêæå ó

74 «Çàâîäcêàÿ ëàáîpàòîpèÿ. Äèàãíîcòèêà ìàòåpèàëîâ». 2019. Òîì 85. ¹ 5

Òàáëèöà 3. ×àñòîòû ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè äëÿ âûáîðîê èç íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Íîìåð

ýêñïåðè-

ìåíòà

Îáúåì

âûáîðîê

m = n

Ïàðàìåòðû

âòîðîé âûáîðêè

×àñòîòû ïðèíÿòèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû H
0

äëÿ êðèòåðèåâ

1 2 3 5 6 7

m
2

ó
2

t L U X S ù2

1 6 0 1 0,969 0,970 0,976 0,976 0,982 0,976

2 7 0 1 0,954 0,968 0,986 0,964 1,00 0,956

3 8 0 1 0,956 0,958 0,50 0,954 0,994 0,944

4 10 0 1 0,958 0,960 0,974 0,972 0,998 0,958

5 6 1,0 1 0,596 0,624 0,680 0,698 0,754 0,690

6 6 1,5 1 0,366 0,390 0,464 0,474 0,616 0,496

7 8 2,0 1 0,048 0,054 0,064 0,078 0,480 0,084

8 12 3,0 1 0 0 0 0 0 0

9 6 0 1,5 0,948 0,952 0,974 0,976 0,980 0,972

10 8 0 2,0 0,938 0,940 0,930 0,950 0,998 0,904

11 6 0 3,0 0,930 0,924 0,950 0,956 0,934 0,920

12 10 0 3,0 0,934 0,902 0,930 0,946 0,988 0,846

Òàáëèöà 4. Ìîùíîñòü êðèòåðèåâ îòíîñèòåëüíî êðè-

òåðèÿ Êðàìåðà – Óýë÷à (äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ¹ 5 – 12 â

òàáë. 1 è 3)

Íîìåð

ýêñïåðè-

ìåíòà

Îòíîñèòåëüíàÿ ìîùíîñòü êðèòåðèåâ

2 3 5 6 7

L U X S ù2

5 0,931 0,792 0,748 0,609 0,767

6 0,727 0,739 0,783 0,000 0,957

7 0,993 0,983 0,968 0,546 0,962

8 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

9 0,923 0,500 0,460 0,385 0,538

10 0,806 1,129 0,806 0,030 1,548

11 1,086 0,714 0,629 0,943 1,140

12 1,485 1,061 0,818 0,182 2,323



êðèòåðèÿ îìåãà-êâàäðàò, çà íèì ñëåäóåò êðèòå-

ðèé Ñìèðíîâà (ñ ó÷åòîì îòëè÷èÿ áð îò áí). Çàìåò-

íî òàêæå ñóùåñòâåííîå âîçðàñòàíèå ìîùíîñòè ñ

ðîñòîì îáúåìîâ âûáîðîê è óâåëè÷åíèåì ðàçëè÷èÿ

ïàðàìåòðîâ.

Íà îñíîâå àíàëèçà òàáë. 3 – 5 ìîæíî ñôîðìó-

ëèðîâàòü (ñ ïîíÿòíûìè îãîâîðêàìè) ñëåäóþùèå

ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè.

1. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû àáñîëþòíîé îäíî-

ðîäíîñòè (ãèïîòåçû ñîâïàäåíèÿ ôóíêöèé ðàñïðå-

äåëåíèÿ äâóõ âûáîðîê) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçî-

âàòü êðèòåðèé Ëåìàíà – Ðîçåíáëàòòà òèïà îìå-

ãà-êâàäðàò [18] — âî âñåõ ñëó÷àÿõ.

2. Åñëè åñòü îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ðàñïðåäåëåíèÿ îòëè÷àþòñÿ â îñíîâíîì ñäâèãîì,

òî öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûå ðàíãî-

âûå êðèòåðèè Âèëêîêñîíà è Âàí-äåð-Âàðäåíà.

Îäíàêî äàæå â ýòîì ñëó÷àå êðèòåðèé îìåãà-êâàä-

ðàò ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ìîùíûì.

3. Èç ðàññìîòðåííûõ êðèòåðèåâ äëÿ ïðîâåð-

êè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè â îáùåì ñëó÷àå, êðîìå

êðèòåðèÿ ù2, ìîæíî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé

Ñìèðíîâà — ñ ó÷åòîì îòëè÷èÿ ðåàëüíîãî óðîâíÿ

çíà÷èìîñòè îò íîìèíàëüíîãî.

×àñòîòà ñîâïàäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ

âûâîäîâ ïî ðàçíûì êðèòåðèÿì

Ïî èòîãàì îáðàáîòêè äàííûõ ñ ïîìîùüþ îï-

ðåäåëåííîãî êðèòåðèÿ îäíîðîäíîñòè ïðèíèìàþò

îäíî èç äâóõ ðåøåíèé: «ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòè

îòêëîíÿåòñÿ» èëè «ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòè íå îò-

êëîíÿåòñÿ». Ðåøåíèÿ ïî ðàçíûì êðèòåðèÿì ìî-

ãóò íå ñîâïàäàòü. Íàñêîëüêî ÷àñòû ðàñõîæäåíèÿ?

Áûëè èçó÷åíû äîëè (â %) ðàñõîæäåíèé ðåøå-

íèé ïî êðèòåðèÿì L, U, X, S, ù2 ñ ðåøåíèÿìè ïî

êðèòåðèþ Êðàìåðà – Óýë÷à. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîëó-

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ââåäåíû «çîíû». Ïóñòü tn —

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ êðèòåðèÿ Êðàìåðà –

Óýë÷à, ñîîòâåòñòâóþùåå óðîâíþ çíà÷èìîñòè á =

= 0,05 è îáúåìó âûáîðîê m = n. Èñïîëüçóåòñÿ àá-

ñîëþòíîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ Êðà-

ìåðà – Óýë÷à. Ââåäåíî âîñåìü çîí: 1 — [0; tn/4);
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Òàáëèöà 5. ×àñòîòû ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè äëÿ âûáîðîê èç ðàñïðåäåëåíèé Âåéáóëëà – Ãíåäåíêî

Íîìåð

ýêñïåðèìåíòà

×àñòîòû ïðèíÿòèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû H
0

äëÿ êðèòåðèåâ

1 2 3 5 6 7

t L U X S ù2

1 0,956 0,942 0,964 0,968 0,964 0,960

2 0,966 0,940 0,956 0,962 0,998 0,952

3 0,828 0,818 0,840 0,858 0,878 0,840

4 0,772 0,764 0,720 0,746 0,974 0,698

5 0,750 0,724 0,678 0,668 0,962 0,634

6 0,528 0,514 0,534 0,586 0,552 0,482

7 0,450 0,432 0,354 0,392 0,756 0,336

8 0,348 0,344 0,268 0,272 0,662 0,206

9 0,950 0,934 0,958 0,958 0,974 0,958

10 0,950 0,936 0,946 0,954 1,000 0,950

11 0,956 0,934 0,954 0,956 1,000 0,946

12 0,940 0,934 0,962 0,970 0,960 0,952

13 0,944 0,922 0,930 0,972 0,984 0,958

14 0,928 0,900 0,930 0,932 0,990 0,894

15 0,944 0,918 0,938 0,944 0,932 0,898

16 0,930 0,906 0,906 0,924 0,986 0,884

17 0,942 0,908 0,910 0,930 0,816 0,786

18 0,904 0,886 0,934 0,946 0,876 0,866

19 0,910 0,872 0,866 0,896 0,972 0,790

20 0,920 0,872 0,874 0,920 0,968 0,714

21 0,940 0,886 0,862 0,908 0,662 0,606

22 0,928 0,908 0,944 0,952 0,998 0,944

23 0,946 0,948 0,964 0,966 0,978 0,970

24 0,928 0,934 0,948 0,944 0,998 0,936

25 0,292 0,312 0,392 0,408 0,578 0,430

26 0,094 0,100 0,142 0,132 0,654 0,144



2 — [tn/4; tn/2); 3 — [tn/2; 3tn/4); 4 — [3tn/4; tn);

5 — [tn; 5tn/4); 6 — [5tn/4; 3tn/2); 7 — [3tn/2; 7tn/4);

8 — [7tn/4; +%).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðîâåäåííûõ èññëåäîâà-

íèé â òàáë. 6 ïðåäñòàâëåíû äàííûå ïî âû÷èñëè-

òåëüíîìó ýêñïåðèìåíòó ¹ 19 äëÿ âûáîðîê èç ðàñ-

ïðåäåëåíèé Âåéáóëëà – Ãíåäåíêî (ñì. òàáë. 2).

Â ñòðîêå «T (÷àñòîòà ïîïàäàíèÿ â çîíó)» ïðèâå-

äåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè

Êðàìåðà – Óýë÷à (ñãðóïïèðîâàííîå ïî çîíàì).

Â êàæäîé ñòðîêå, ñîîòâåòñòâóþùåé îïðåäåëåí-

íîìó êðèòåðèþ, äëÿ êàæäîé çîíû óêàçàíà äîëÿ

ñîâïàäåíèé ðåøåíèé ïî ýòîìó êðèòåðèþ ñ ðåøå-

íèåì ïî êðèòåðèþ Êðàìåðà – Óýë÷à.

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèìåðà â òàáë. 7, ïî-

ñòðîåííîé àíàëîãè÷íî òàáë. 6, ïðèâåäåíà ñâîäêà

äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ¹ 1 – 21 ñ âûáîðêàìè èç ðàñ-

ïðåäåëåíèé Âåéáóëëà – Ãíåäåíêî. Òàáëèöà 8 ñî-

äåðæèò èíôîðìàöèþ î ðàñõîæäåíèÿõ (â %) ðåøå-

íèé ïî êðèòåðèÿì L, U, X, S, ù2 ñ ðåøåíèÿìè ïî

êðèòåðèþ Êðàìåðà – Óýë÷à.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò çàêëþ-

÷èòü ñëåäóþùåå. Íàèáîëüøèé ïðîöåíò ðàñõîæäå-

íèé ïðèõîäèòñÿ íà çîíû 4 (îò 10, 4 äî 29, 5 % ïî

òàáë. 7) è 5 (îò 6,6 äî 77,8 %), ÷òî åñòåñòâåííî, ïî-

ñêîëüêó ïðè ïåðåõîäå îò çîíû 4 ê çîíå 5 è ïðîèñ-

õîäèò èçìåíåíèå ðåøåíèÿ ïî êðèòåðèþ Êðàìå-

ðà – Óýë÷à. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ðàñõîæäåíèÿ

èìåþòñÿ è â çîíå 1 — äëÿ 6,5 % ýêñïåðèìåíòîâ,

ïîïàâøèõ â ýòó çîíó, êðèòåðèé Ëåìàíà – Ðîçåíá-

ëàòòà îòâåðãàåò íóëåâóþ ãèïîòåçó (ò.å. âî âñåõ

ýòèõ ñëó÷àÿõ ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòè íåâåðíà).

Âìåñòå ñ òåì íåò íè îäíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà áû ýòîò

êðèòåðèé ïðèíÿë ãèïîòåçó äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ èç

çîí 7,8. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè êðèòåðèé Êðàìå-

ðà – Óýë÷à îòêëîíÿåò íóëåâóþ ãèïîòåçó ñ T > 3,0,

òî êðèòåðèé ù2 òàêæå îòêëîíÿåò ãèïîòåçó îäíî-

ðîäíîñòè.

Íàèáîëüøåå ðàñõîæäåíèå ñ êðèòåðèåì Êðà-

ìåðà – Óýë÷à íàáëþäàåòñÿ ó êðèòåðèÿ Ñìèðíîâà,

â îñíîâíîì çà ñ÷åò ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû â ñëó÷àå,

êîãäà T-êðèòåðèé åå îòâåðã. Ýòî âî ìíîãîì îáúÿñ-

76 «Çàâîäcêàÿ ëàáîpàòîpèÿ. Äèàãíîcòèêà ìàòåpèàëîâ». 2019. Òîì 85. ¹ 5

Òàáëèöà 6. Äîëè ñîâïàäåíèé ðåøåíèé ïî êðèòåðèÿì L, U, X, S, ù2 ñ ðåøåíèÿìè ïî êðèòåðèþ Êðàìåðà – Óýë÷à T (ýêñïå-

ðèìåíò ¹ 19)

Êðèòåðèè
Äîëÿ ïðèíÿ-

òèÿ H
0

ïî T

Çîíû

1 2 3 4 5 6 7 8

T (÷àñòîòà

ïîïàäàíèÿ â çîíó)

0,910 0,362 0,274 0,194 0,080 0,042 0,022 0,008 0,018

L 0,872 1 1 0,979 0,575 1 1 1 1

U 0,866 0,956 0,978 0,897 0,775 0,562 0,937 1 1

X 0,896 0,978 0,978 0,928 0,900 0,500 0,875 1 1

S 0,972 1 0,985 0,990 1 0,125 0,125 0,750 0,555

ù2 0,790 0,889 0,927 0,835 0,600 0,875 1 1 1

Òàáëèöà 7. Ñâîäêà äëÿ âûáîðîê èç ðàñïðåäåëåíèé Âåéáóëëà – Ãíåäåíêî (ýêñïåðèìåíòû ¹ 1 – 21) — ïðîöåíòû ðàñõîæ-

äåíèé ñ ðåøåíèÿìè ïî êðèòåðèþ Êðàìåðà – Óýë÷à

Êðèòåðèè

Çîíû

1 2 3 4 5 6 7 8

L 0 0 0,9 24,4 6,6 0 0 0

U 1,1 2,2 5,8 22,5 30,7 3,0 0,4 0

X 0,5 1,3 3,5 17,7 34,6 6,2 1,2 0,3

S 3,3 3,4 4,4 10,4 77,8 60,3 46,0 17,0

ù2 6,5 6,6 11,8 29,5 30,7 2,5 0 0

Òàáëèöà 8. Ðàñõîæäåíèÿ (â %) ðåøåíèé ïî êðèòåðèÿì L, U, X, S, ù2 ñ ðåøåíèÿìè ïî êðèòåðèþ Êðàìåðà – Óýë÷à

Ïî êðèòåðèþ Êðàìåðà – Óýë÷à

Ïî äðóãèì êðèòåðèÿì

L U X S ù2

Ïðèíÿòî 84,6 %, èç íèõ îòâåðãíóòî 3,2 5,1 3,5 4,5 10,5

Îòâåðãíóòî 15,4 %, èç íèõ ïðèíÿòî 2,7 13,1 15,8 56,5 12,9

Ïðîâåðåíî 100 %, èç íèõ ðàñõîæäåíèé 3,1 6,3 5,4 12,4 10,9

Ïî ñðàâíåíèþ ñ êðèòåðèåì Êðàìåðà – Óýë÷à, % –2,3 –2,3 –0,5 +4,9 –6,9



íÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ðàçëè÷èåì áð è áí äëÿ êðè-

òåðèÿ Ñìèðíîâà. Ïî÷òè òàêîå æå ñóììàðíîå ÷èñ-

ëî ðàñõîæäåíèé ó êðèòåðèÿ Ëåìàíà – Ðîçåíáëàò-

òà, íî ïðè÷èíà èíàÿ — ó ýòîãî êðèòåðèÿ ìîù-

íîñòü âûøå, ÷åì ó êðèòåðèÿ Êðàìåðà – Óýë÷à.

Íàèáîëåå áëèçîê ê T-êðèòåðèþ êðèòåðèé

Ëîðäà. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ òåì, ÷òî ðàñõîæäåíèÿ

èìåþòñÿ ëèøü â çîíàõ 4 è 5 è íåçíà÷èòåëüíîå

(0,9 %) — â çîíå 3.

Ïî ÷èñëó ðàñõîæäåíèé êðèòåðèè Âèëêîêñîíà

è Âàí-äåð-Âàðäåíà çàíèìàþò ïðîìåæóòî÷íîå ïî-

ëîæåíèå, îíè âäâîå áëèæå ê ñòàòèñòèêå Ëîðäà,

÷åì ê êðèòåðèÿì Ñìèðíîâà è îìåãà-êâàäðàò. Ïðè

ýòîì êðèòåðèé Âàí-äåð-Âàðäåíà áëèæå ê T-êðèòå-

ðèþ, ÷åì êðèòåðèé Âèëêîêñîíà, ÷åãî è ñëåäîâàëî

îæèäàòü, ó÷èòûâàÿ íàöåëåííîñòü êðèòåðèÿ

Âàí-äåð-Âàðäåíà íà ïðèìåíåíèå ê ðàñïðåäåëåíè-

ÿì, áëèçêèì ê íîðìàëüíûì.

Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè

ðàñõîæäåíèÿ íå ïðåâûøàþò 2,2 – 3,2 % è ïðîÿâ-

ëÿþòñÿ â çîíàõ 3 – 6. Ïðè àëüòåðíàòèâå èçìåíå-

íèÿ ïàðàìåòðà ôîðìû ðàñõîæäåíèÿ âîçðàñòàþò

ëèøü äëÿ êðèòåðèåâ Ñìèðíîâà è ù2 (äî 8,4 –

9,9 %), îñòàâàÿñü â ïðåäåëàõ 3,0 – 4,7 % äëÿ îñ-

òàëüíûõ êðèòåðèåâ, ñëàáî ðåàãèðóþùèõ íà ýòó

àëüòåðíàòèâó. Ïðè àëüòåðíàòèâå ñäâèãà ðàñõîæ-

äåíèÿ ðåçêî âîçðàñòàþò (äî 11,3 % — ó êðèòåðèÿ

Âèëêîêñîíà, 10,2 % — ó êðèòåðèÿ Âàí-äåð-Âàðäå-

íà, 24,4 % — ó êðèòåðèÿ Ñìèðíîâà, 15,8 % —

ó êðèòåðèÿ ù2), îñòàâàÿñü ìàëûìè (3,7 %) ëèøü

ó êðèòåðèÿ Ëîðäà.

Ìîæíî ñäåëàòü è ðÿä äðóãèõ âûâîäîâ, íàïðè-

ìåð, ïðîñëåäèòü çàâèñèìîñòü îò îáúåìîâ âûáîðîê

è ðàçëè÷èÿ ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåäåííûé íàìè áî-

ëåå äåòàëüíûé àíàëèç ïîäòâåðæäàåò ñôîðìóëè-

ðîâàííûå âûøå ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè 1 –

3 (çàâåðøåíèå ðàçäåëà «Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïå-

ðèìåíòû»).

Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå íàëè÷èå çíà÷è-

òåëüíîãî ïðîöåíòà ðàñõîæäåíèé ìåæäó ðåøåíèÿ-

ìè, ïðèíèìàåìûìè ïî ðàçíûì êðèòåðèÿì. Ýòîò

ôàêò íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè îáðàáîòêå êîí-

êðåòíûõ äàííûõ â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ è

ïðè ðàçðàáîòêå íîðìàòèâíî-òåõíè÷åñêîé è ìåòî-

äè÷åñêîé äîêóìåíòàöèè, ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ

è ýêñïåðòíûõ ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ îáùåé òåîðèåé óñòîé÷èâîñòè [42] öåëåñî-

îáðàçíî àíàëèçèðîâàòü äàííûå îäíîâðåìåííî

ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ êðèòåðèåâ ïðîâåðêè ãèïî-

òåçû îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê è

çàòåì èñõîäèòü èç âûâîäîâ, èíâàðèàíòíûõ îòíî-

ñèòåëüíî âûáîðà êðèòåðèÿ.
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